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要旨

本論文は，画像ノイズ除去の性能向上を図るため，一般的なノイズ除去の際に失われる
画像の質感を表すテクスチャに着目し，Steinの補題といくつかの仮定を用いてこのテク
スチャを推定する方法を提案し，その有効性を示したものである．
スマートフォンなどで画像を撮影した際，カメラ内部で生じる熱雑音や暗電流などに起
因するノイズが不可避的に発生し，このノイズによって画像の品質が大きく低下するとい
う問題が存在する．この問題の解決のため，このノイズが付加された画像（観測画像）か
らノイズのない真の画像（原画像）を推定する画像ノイズ除去が古くから研究されている．
近年では医用画像の再構成や，暗所などの劣悪な撮像環境で得られた画像を入力とする画
像認識の精度を上げることにも応用されていることから，より精度の高いノイズ除去手法
を実現することは社会の様々な分野に貢献することを意味する．多くのノイズ除去手法は
自然画像が持つ特有の性質（事前情報）を利用して原画像の推定を行う．自然画像の事前
情報を利用した多くの既存手法のなかでも，画像の局所的な領域（パッチ）が他のパッチ
と類似すると仮定する非局所自己類似性を用いた手法は，他のノイズ除去手法と比較して
高いノイズ除去性能を持つことが知られている．
しかしながら，非局所自己類似性を利用したノイズ除去手法を含む一般の画像ノイズ除
去手法は，ノイズを除去する際に，ノイズとともに画像の質感を表すテクスチャを過剰に
平滑化するという問題が存在する．テクスチャは画像の特定の部分にある素材の特徴（砂
や毛皮，木の皮の感触など）を表す重要な情報であり，テクスチャの損失は画像の主観的
な品質を著しく低下させる．この問題を解決するためには，テクスチャを十分に表現でき
る事前情報（テクスチャモデル）と，このテクスチャモデルのパラメータの推定法を検討
する必要がある．
本研究では，原画像と既存のノイズ除去手法の出力画像（ノイズ除去画像）の差分，つ
まりノイズ除去で失われた成分について着目し，残差テクスチャと定義した．この残差テ
クスチャを，観測画像とノイズ除去画像の差分（残差ノイズとテクスチャが混ざったもの）
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から推定することが本研究の目的である．また，残差テクスチャの共分散行列および残差
テクスチャとノイズの共分散を要素とする行列（残差テクスチャとノイズの共分散行列）
を前述のテクスチャモデルとして採用した．さらに，Steinの補題といくつかの仮定を用
いることで，これらの共分散行列を観測画像並びにノイズ除去画像から推定する手法を提
案した．また，推定した共分散行列を用いた線形最小平均二乗誤差フィルタ（LMMSEフ
ィルタ）による残差テクスチャの推定法も併せて提案した．これにより，既存のノイズ除
去の際に失われた残差テクスチャの復元を実現した．また本研究では，提案手法の有効性
や推定したテクスチャモデルのパラメータの推定精度についても検証を行った．
本研究により画像をノイズ除去する際のテクスチャ復元が可能になった．また本研究を
応用することで，一般的な画像のテクスチャ復元のみならず，映画のデジタルリマスター
の際の質感復元や，ノイズが付加された画像を画像認識する際の認識精度の向上，医療用
画像の画像復元にも応用することが可能であると考えられる．さらに，本研究は，信号の
推定において推定しきれなかった残差成分を，推定手法と残差成分の統計的性質に着目し
て復元する手法であると一般化でき，画像ノイズ除去以外にも様々な応用が得られる可能
性があることから，広く画像処理の研究分野に寄与する研究であるといえる．
本論文は以下の 5つの章から構成されている．
第 1章では，研究の背景や画像ノイズ除去の研究動向，テクスチャ推定における問題点
について解説した．また本研究の研究目的と方法について紹介した．
第 2章では，本論文での記号の定義と，本研究で重要となる既存手法であるWienerフ
ィルタと Steinの補題について解説した．
第 3章では，非学習系の最先端のノイズ除去手法であり，本研究でノイズ除去画像を得
るために用いた weighted nuclear norm minimization（WNNM）の解説を行った．また
既存のテクスチャを考慮したノイズ除去手法についても解説を行い，それらの用いたテク
スチャモデルとパラメータの推定法を考察した．
第 4章では既存のノイズ除去の際に失われたテクスチャの復元手法の提案を行った．ま
ず残差テクスチャの定義と，本研究で用いるテクスチャモデルである残差テクスチャおよ
び残差テクスチャとノイズの共分散行列について解説した．次にテクスチャモデルの共分
散行列を推定するために，Steinの補題といくつかの仮定を用いることを提案した．また
Steinの補題を用いるために，WNNMの線形近似を行うことを提案した．さらに，推定
した共分散行列を適用した LMMSEフィルタを用いることによる残差テクスチャの推定
法を提案した．ほか，推定した残差テクスチャを適当な強度で強調することによる知覚的
品質の向上法についても提案を行った．
第 5 章ではまず第 4 章で用いた仮定の正当性を予備実験によって確認した．次に本研
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究の有効性を評価する実験を行った．実験により，提案手法のノイズ除去性能が既存の非
学習系の手法と比較して高いことが確認された．また，残差テクスチャを付加する際に付
加する強度を変化させた際の知覚的品質の変化を観察し，適当な強度で残差テクスチャを
付加した場合知覚的品質がさらに向上することを示した．さらに，Fréchet 距離を用いて，
推定した共分散行列の推定精度を単純な共分散行列の推定法と比較することで，提案した
推定法の有効性が確認された．
第 6章では，本論文の統括を行った．
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第 1章

序論

本章ではまず一般的な画像ノイズ除去について解説をする．次に本研究の目的とその方
法について述べる．最後に本論文の構成を示す．

1.1 研究の背景
画像ノイズ除去手法は，暗所で生じるショットノイズや，カメラ内部で発生する熱雑音
および暗電流などの原因で発生したノイズが付加された画像（観測画像）から，ノイズの
ない画像（原画像）を推定することを目的としており，画像処理分野における古典的かつ
基礎的な問題であり，その研究は現在も活発に行われている [1–23]．近年では，一般的な
画像のみならず医療用の CTイメージやMRIの画像再構成にも用いられている [24, 25]．
さらに，画像ノイズ除去を用いることで，暗所での監視カメラの画像など，劣悪な撮像
環境で撮影された画像を入力とするような画像認識の精度を上げることも研究されてい
る [26, 27]．以上のことから画像ノイズ除去手法の性能を向上させることは社会の様々な
分野に貢献することにつながるといえる．
また，画像ノイズ除去手法の性能は，対象とする画像群の（多くの場合統計的な）モデ
ル化が正しく行えているかどうかに依存する．したがって，ノイズ除去手法を研究するこ
とは，対象とする画像群が共通してもつ要素を取り出し定式化する，という画像処理分野
に広くまたがる問題の答えを明らかにすることでもある．
多くの画像ノイズ除去手法では自然画像特有の性質（事前情報）を利用して観測画像か
ら原画像を推定する．この事前情報については，ある画素値と隣接する画素値は大きな変
動が少ないことを利用する total variation（TV），画像のある局所的な領域（パッチ）が
他のパッチと類似していることを利用する non-local self similarity（NLSS）など様々な
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アプローチが提案されている．特にこの NLSS を用いたノイズ除去手法 [1–3, 13–21] は
一般に高いノイズ除去性能を持つことが知られており，そのなかでも weighted nuclear
norm minimization（WNNM）[19]は安定して高いノイズ除去性能を示すことから現在
でも画像ノイズ手法のベンチマークとして使用されている．
また近年では深層学習を用いたノイズ除去手法 [12, 21, 22]が研究されており，前述の
ような事前の学習を行わない（以下，非学習系）ノイズ除去手法を大きく上回るノイズ除
去性能を持つことが知られている．しかしながら，これらの手法のノイズ除去処理はブラ
ックボックスとなっており，学習後のノイズ除去処理がどのように行われているのかを知
ることは一般に難しい．そのためWNNMのように，処理のすべてが明確に記述されたホ
ワイトボックスの手法を研究することは，自然画像が共通して持つ性質を追求する上で現
在においても重要であると言える．
一般にWNNM を含む多くのノイズ除去手法では，ノイズを除去する際にノイズとと
もにテクスチャが平滑化されるという問題が存在することが知られている（図 1.1）．テク
スチャとは画素値が何らかの規則性に従って変化をしている画素の領域であり，画像の質
感（木の表皮や毛皮など）を表現するものである．このテクスチャについて，小さい領域
のテクスチャ情報から大きなテクスチャを生成するテクスチャ合成 [28–30]や画像からテ
クスチャを分離するテクスチャ-ストラクチャ分離 [31–33]など多くの研究がされている．
超解像や画像補完の分野では，テクスチャについて注目することで，より自然な出力画像
を得る研究がされている [34–36]．また CNNを用いた画像認識では，テクスチャが CNN
の認識精度に重要な役割を果たしていることが報告されている [37, 38]．テクスチャは損
失すると画像の主観的な品質の著しい劣化を生じる重要な成分であり，したがってノイズ
除去においても，テクスチャが保存しつつ原画像を推定することは，出力画像の主観品質
を高めるために極めて重要である．
この問題を解決するために，テクスチャを考慮したノイズ除去手法が数多く提案されて
いる [1–4]．テクスチャを考慮したノイズ除去手法では，自然画像のテクスチャが持つ，画
素値の変動について注目を行いノイズ除去を行っている．このとき，テクスチャを考慮す
るために，テクスチャの事前情報（テクスチャモデル）を定義し，またノイズ除去の際に
テクスチャモデルのパラメータを推定する必要がある．手法 [1–4]では定義したテクスチ
ャモデルを利用して，観測画像からテクスチャが損失しないようにノイズ除去を行う．
テクスチャを考慮したノイズ除去手法の一つである gradient histogram preservation

（GHP）[1]は，nonlocally centralized sparse representation [18]をベースとした手法で
あり，テクスチャモデルとして画素値の勾配のヒストグラムを用いている．また GHPで
はテクスチャモデルのパラメータ（つまり原画像の勾配ヒストグラム）を逆問題を解くこ
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とで推定している．しかしながら GHPは直接は隣り合う画素値の関係しか利用しておら
ず，離れた画素値の情報を有効に利用していない．

Zhaoらの手法 [2]では，類似パッチのクラスタクラスタリングと主成分分析を行い，準
最適ウィーナーフィルタを適用することでノイズ除去を行っている．このウィーナフィル
タは線形最小誤差推定フィルタ（LMMSEフィルタ）の特殊な場合であり，これを用いて
原画像を推定する際には原画像の共分散行列の推定が必要となる．この手法ではテクスチ
ャモデルは主成分分析後の共分散行列とみることができる．この共分散行列は観測画像の
共分散行列と付加されたノイズの分散から推定している．

Liu らの手法 [3] では，TV の拡張である total generalized variation（TGV）と核ノ
ルム最小化を用いた低ランク近似を用いてノイズ除去を行っている．この手法では低ラン
ク近似をしたノイズ除去手法 [13,19]で発生する過度な平滑化によるテクスチャの消失を，
TGVを用いることで回避している．TGVは近傍画素同士の関係を，核ノルムは離れた画
素同士の関係をそれぞれ利用している．ここでテクスチャモデルのパラメータは TGVの
重みパラメータとなる．このパラメータの推定は反復アルゴリズムを用いて行っている．
以上で述べた既存手法において，一般にテクスチャモデルの複雑さとそのパラメータの
推定の難しさはトレードオフの関係にある．例えば GHP [1]は比較的単純なテクスチャ
モデルを採用しており，そのためパラメータの推定が容易であるがその一方でテクスチャ
の詳細な情報を表現することはできない．これに対し，Zhaoらの手法 [2]や Liuらの手
法 [3]では主成分分析後の共分散行列や，TGVと核ノルムの組み合わせなどの複雑なテ
クスチャモデルを採用することで，詳細なテクスチャの情報の表現を可能としている．し
かしながら，これらの手法ではパラメータの推定は GHPなどの比較的単純なテクスチャ
モデルを採用している手法と比較して困難である．
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(a) 原画像 (b) 観測画像 (c) ノイズ除去画像

(d) ノイズ除去で失われた
テクスチャ

（損失テクスチャ）

(e) 観測画像とノイズ除去
画像の差分（ノイズと損失
テクスチャが混ざった成分）

図1.1: ノイズ除去によってテクスチャが失われる様子．本研究では（d）のノイズ除去で
失われたテクスチャのことを損失テクスチャとよぶ．
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1.2 本研究の目的とその方法
前述のとおり，既存のノイズ除去手法では，ノイズ除去の際にノイズとともに画像の質
感を表すテクスチャが平滑化されるという問題が存在した．この問題において，既存のノ
イズ除去で失われたテクスチャを推定できれば，より原画像に近く，質感の品質の高い推
定原画像を得ることができる．本研究では，観測画像と既存のノイズ除去手法の出力画像
（ノイズ除去画像）の差分，つまりノイズと失われたテクスチャの混ざった成分（図 1.1
（e））から，失われたテクスチャを推定することを目的とする．
本研究では目的のためにまず，推定目標を原画像とノイズ除去画像の差分（つまり失わ
れたテクスチャ）とし，この成分を新たに損失テクスチャと定義した．提案手法ではこの
損失テクスチャを推定しノイズ除去画像に付加することで，テクスチャの失われていない
推定原画像を得る．本研究ではノイズ除去画像を，既存のノイズ除去手法であるWNNM
を用いて得ることとした．本研究ではテクスチャモデルを，損失テクスチャの共分散およ
び損失テクスチャとノイズの共分散（本論文ではどちらの共分散の情報も行列として扱い，
共分散行列とよぶ）とした．またテクスチャモデルのパラメータはこれらの共分散行列の
各成分になる．テクスチャモデルとして共分散行列を用いることで，損失テクスチャの近
傍画素や離れた画素の関係を十分に表現することが可能になる．
既存のテクスチャを考慮したノイズ除去手法では，前述のようにテクスチャモデルのパ
ラメータ推定が難しいという課題があった．これに対して本研究では，推定目標を原画像
と既存手法のノイズ除去画像の差分である損失テクスチャと定義したことにより，既存手
法のノイズ除去処理の情報を共分散行列の推定に用いることが可能となり，それによって
パラメータ推定が容易に行える．提案手法では Steinの補題と幾つかの仮定を用いること
で共分散行列を推定し，得られた共分散行列に基づいて構築した LMMSEフィルタによ
って損失テクスチャを推定する．一般にノイズ除去やボケ復元に用いられるWienerフィ
ルタ（LMMSEフィルタの特別な場合）は，推定対象とノイズの間の共分散をゼロ行列で
あると仮定しているが，本研究では，推定対象である損失テクスチャは観測画像とノイズ
除去画像の差分であり，ノイズ除去画像はノイズの実現値によって変化するため，損失テ
クスチャとノイズの間には共分散が存在する．そのため本研究では，損失テクスチャとノ
イズに共分散がある際の LMMSEフィルタを用いたテクスチャ推定法を提案した．また
従来のテクスチャを考慮したノイズ除去手法では，原画像に存在するテクスチャからテク
スチャのモデルを定義し，観測画像からテクスチャを保存するように直接原画像を推定し
ている．対照的に本研究では，原画像と既存手法のノイズ除去画像の差分である（ノイズ
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除去によって失われた）損失テクスチャに注目し，この損失テクスチャを明示的に推定す
る．図 1.2に本研究の概略を示す．
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図1.2: 本研究の概略．一般のノイズ除去手法やテクスチャを考慮したノイズ除去手法とは
違い，提案手法では観測画像とノイズ除去画像から損失テクスチャを復元する．
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1.3 本論文の構成
第 2 章ではまず本論文で用いる記号の定義をする．次にWiener フィルタと Stein の
補題 [39] について紹介する．第 3 章では提案手法でノイズ除去画像を得るために用い
る weighted nuclear norm minimization [19]と，既存のテクスチャを考慮したノイズ除
去 [1–4]について述べその問題点を考察する．第 4章ではまず本研究の提案手法の概略に
ついて述べる．次に提案手法の LMMSEフィルタについて述べる．その後 Steinの補題
と幾つかの仮定を用いた共分散行列の推定法を述べる．第 5章では提案手法の仮定に関す
る予備実験と，提案手法の有効性を確認するための，提案手法のノイズ除去性能や共分散
の推定精度の実験結果について述べる．第 6章では本論文のまとめと，本研究の貢献につ
いて述べる．
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第 2章

準備

本章ではこの論文での数式の記法についてまず説明する．次に画像ノイズ除去などで用
いられる一般的なWienerフィルタについて解説する．最後に提案手法で用いる Steinの
補題について解説する．

2.1 数式の記法
この論文では，R を実数全体の集合と定義する．またベクトルを小文字で太字のア
ルファベットを用いて，行列を大文字で太字のアルファベットを用いて表記する．さ
らに，ベクトル a や行列 A の推定値をそれぞれ â，Â のように表現する．また期待値
を E[·] で表し，ある二つのベクトル a および b の共分散が対応する要素となる行列を
Rab = E[(a− E[a])(b− E[b])⊤]と表す．

2.2 Wienerフィルタ
この節では LMMSEフィルタの特殊な場合であるWienerフィルタについて説明をす
る．Wienerフィルタはノイズ除去手法 [2, 15]や一般画像復元手法などで用いられている
フィルタである．このWienerフィルタは LMMSEフィルタの特殊な場合である．
以下では，Wienerフィルタの導出について説明する．観測画像を y ∈ Rm，原画像を

x ∈ Rm とする．また yは以下の観測モデルに従うとする．
y = x+ n, (2.1)

ここで n ∈ Rm は分散 σ2，平均 0の加法性ガウス雑音である．また議論を簡単にするた
めに E[x] = 0であると仮定する．
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WienerフィルタW∗ の目的関数は以下のように定義される.

W∗ = argmin
W

E[||W(x+ n)− x||22], (2.2)

ここで，E[·]は期待値である．J(W) = E[||W(x+ n)− x||22]とおくと，J(W)は以下の
ように表すことができる．

J(W) = E[{W(t+ n)}⊤W(t+ n)]− 2E[(t+ n)⊤W⊤t] + E[t⊤t]. (2.3)

上式の右辺の各項は以下のように変形できる．

E[{W(x+ n)}⊤W(x+ n)] = tr(WR(x+n)(x+n)W
⊤) (2.4)

E[x⊤x] = tr(Rxx), (2.5)

−2E[(x+ n)⊤W⊤x] = −2E[xW⊤x]− 2E[n⊤W⊤x]

= −2tr(W⊤Rxx)− 2E[n⊤W⊤x], (2.6)

ここで，tr(·)は行列のトレースを表す．原画像 xとノイズ nは独立であると仮定してい
るため，E[n⊤W⊤x] は 0 である．よって式（2.2）は，∂J(W)

∂W = 0 とおくと，式（2.4）
（2.5）（2.6）より次のように解ける．

∂J(W)

∂W
= WR(x+n)(x+n) +WR⊤

(x+n)(x+n) − 2Rxx

= 2WR(x+n)(x+n) +−2Rxx = 0. (2.7)

よってW∗ は
W∗ = RxxR

−1
(x+n)(x+n), (2.8)

となり，Winerフィルタが導出された．
上の証明では，原画像とノイズの間に共分散がないことを利用してWiener フィルタ

を導出している．しかしながら，本研究では，推定対象である損失テクスチャとノイズ
の間に共分散が存在するため，この Winer フィルタを用いることができない．よって，
Wiener フィルタの一般化である LMMSE フィルタを用いて損失テクスチャを推定する
（LMMSEフィルタの導出は付録 Aを参照されたい）．
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2.3 Steinの補題
平均 µ，分散 σ2 の正規分布に従う確率変数を a ∈ Rとし，f : R → Rを微分可能な関
数とするとき，次の式が成立する．

E[(a− µ)f(a)] = σ2E
[
df(a)

da

]
(2.9)

上式は Steinの補題 [39]とよばれている．この式の証明は以下のとおりである．
確率変数 aの確率密度関数を ϕ(a) = 1√

2πσ2
exp

(
− (a−µ)2

2σ2

)
とすると，期待値の定義か

ら式（2.9）の右辺は次のように表すことができる．

σ2E
[
df(a)

da

]
= σ2

∫ ∞

−∞

df(a)

da
ϕ(a)da. (2.10)

ここで dϕ(a)
da = − 1

σ2 (a− µ)ϕ(a)であるので，部分積分の定理を用いて

σ2

∫ ∞

−∞

df(a)

da
ϕ(a)da = σ2 [f(a)ϕ(a)]

∞
−∞ + σ2

∫ ∞

−∞
f(a)

1

σ2
(a− µ)ϕ(a)da (2.11)

= E[(a− µ)f(a)], (2.12)

と変形することができる．よって

E[(a− µ)f(a)] = σ2E
[
df(a)

da

]
, (2.13)

となり式（2.9）が証明された．
本研究では，この Steinの補題を用いて，損失テクスチャの共分散行列および損失テク
スチャとノイズの共分散行列を推定する．
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第 3章

既存手法

3.1 Weighted nuclear norm minimization (WNNM)
本節ではWNNM [19] について解説する．WNNM は非学習系のノイズ除去手法であ
り，非常に高いノイズ除去性能をもつことで知られている．提案手法ではこのWNNMを
用いてノイズ除去画像を得る．
画像ノイズ除去では，一般に観測画像を次のようにモデル化する．

y = x+ n, (3.1)

ここで y ∈ Rm は画素数mの観測画像であり，x ∈ Rm は推定対象である原画像である．
また n ∈ Rm は平均 0，分散 σ2 の加法性ガウス雑音である．

WNNMではまず，観測画像 yを I 枚の重複のある（
√
L×

√
L [画素] の）注目パッチ

に分割する．注目パッチ枚数 I は画像サイズとノイズの分散 σ2 に依存する*1．ここで i

番目の yの注目パッチを yi ∈ RL (i = 1, · · · , I)と定義する．次に各 yi に対してM − 1

枚の類似したパッチを探索する．観測注目パッチ yi とその類似したパッチを列ベクトル
として並べたパッチ行列を Ỹi ∈ RL×M とする．本論文では原画像 xやノイズ nの i番
目のパッチについても同様に xi ∈ RL や ni ∈ RL と表す．またこれらに対応するパッチ
行列を X̃i ∈ RL×M および Ñi ∈ RL×M と表す．ここでパッチ行列 X̃i および Ñi の各々
の列ベクトルは，Ỹi の各々の列ベクトルと画素位置で対応していることに注意されたい．

*1 提案手法ではWNNMの著者実装のデフォルトパラメータを用いて実験している．例として σ = 20の
場合，パッチの大きさは 6× 6 [画素] になり，注目パッチは 1画素おき（つまりストライド 2）に選択さ
れる．そのため例えば 256× 256[画素]で σ = 20の場合，注目パッチ枚数 I は 32, 004になる（また類
似パッチは 61× 61 [画素] の近傍領域から選択される）．
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ここで説明の単純化のために，パッチ行列 Ỹi の各列から行列 Ỹi の列方向の平均を減
算し，計算結果をYi ∈ RL×M とする．また同様の処理をパッチ行列パッチ行列 X̃i に行
った計算結果を Xi ∈ RL×M とする．仮定からノイズ nは平均 0であるため，パッチ行
列 Ỹi の列方向の平均とパッチ行列 X̃i の列方向の平均は非常に近い値をもつことになる．
したがって，WNNMではXi を推定すればよい．

WNNMの核となるノイズ除去処理は，Yi の特異値分解（SVD）に基づいた下記の式
で表される．

X̂i = Ug(ΣYi
)V⊤, (3.2)

ここで X̂i ∈ RL×M はノイズ除去後のパッチ行列であり，Yi = UΣYi
V⊤ は SVD，g(·)

はしきい値処理を表す.しきい値処理後の対角行列 g(Σ)の (k, k)成分は次のように表さ
れる．

g(Σ)k,k =

{
0 if c2 < 0
c1+

√
c2

2 if c2 ≥ 0
, (3.3)

ただし，
c1 = Σk,k − ϵ, c2 = (Σk,k + ϵ)2 − 4σ2C, (3.4)

である．ここで C ∈ Rは任意に決定するパラメータであり，ϵ ∈ Rは微小な値を表す．こ
の処理はYi の特異値行列に適用される反復的な再重み付けのしきい値処理の閉形式解に
対応している [19]．
上式の特異値のしきい値処理は，注目パッチとその類似パッチに対して適用される．ま

た推定原画像パッチ行列は，しきい値処理によって得られた解 X̂i に対し，Ỹi の列ベクト
ルごとの平均を，対応する各列ベクトルに加えることで推定される．推定原画像 x̂ ∈ RL

は，各々の推定原画像パッチ行列の各列ベクトルを，パッチに分割する前の元の画素位置
に戻し画像に再構成することで得ることができる．パッチを画像に再構成するとき，パッ
チが重複する画素位置では，各々の画素位置ごとに画素値の平均をとる．WNNMではこ
の処理を反復することで，原画像を推定する．各々の反復において，ノイズ除去の対象
y(k) は最新の反復結果の推定画像 x̂(k−1) と観測画像 yの重みパラメータ δ の重み付き和
で以下のように更新される（ここで k は反復回数を表す変数である）．

y(k) = x̂(k−1) + δ(y − x̂(k−1)). (3.5)

この処理は反復正則化とよばれる．またパラメータ δ ∈ Rは論文 [19]では 0.1に設定さ
れている．ここまで解説してきたWNNM のノイズ除去アルゴリズムを Algorithm 1に
示す．
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Algorithm 1 WNNMを用いた画像ノイズ除去.
Input: 観測画像 y

Initialize x̂(0) = y and y(0) = y

for k = 1 : K do
反復正則化: y(k) = x̂(k−1) + δ(y − x̂(k−1))

for i = 1 : I do
類似パッチ行列Y

(k)
i を探索する．

式（3.2）より原画像のパッチ行列Xi を推定し，その推定結果を X̂
(k)
i とする．

end for
各原画像のパッチ行列 X̂

(k)
i から推定原画像 x̂(k) を再構成する．

end for
Output: 推定原画像 x̂ = x̂(K)
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3.2 テクスチャを考慮した画像ノイズ除去手法
前節で解説したWNNM を含む一般の画像ノイズ除去は，ノイズ除去の際に画像の質
感を表現するテクスチャが失われるという問題が存在する．テクスチャの損失は画像の
主観的な品質の著しい劣化を生じるため，近年ではテクスチャを考慮したノイズ除去手
法 [1–4]が提案されている．テクスチャの損失を防ぎつつノイズ除去をするためには，適
切なテクスチャの事前情報（テクスチャモデル）を定義し，観測画像からテクスチャモデ
ルのパラメータを正確に推定する必要がある．本節では，テクスチャモデルとそのパラメ
ータの推定方法について注目をしながら，テクスチャを考慮したノイズ除去手法について
解説をし，テクスチャが保存されたノイズ除去をするために必要なテクスチャモデルにつ
いて考察する．

3.2.1 GHP

GHP [1]は画素値の勾配（隣り合う画素値の差分）に着目してテクスチャを保存しつつ
ノイズ除去を行う手法であり，Nonlocally centralized sparse representation [18]をベー
スとしたノイズ除去アルゴリズムを用いて原画像を推定している．

GHPでは観測画像の画素値の勾配のヒストグラム（以後勾配ヒストグラムとする）と
ノイズの確率分布を用いて立てた問題を解くことで，原画像の勾配ヒストグラムを推定す
る．推定した原画像の勾配ヒストグラムを利用し，反復的なノイズ除去アルゴリズムを用
いて原画像を推定している．
この GHPではテクスチャのモデルは勾配ヒストグラムであり，モデルのパラメータは
各々の画像の勾配ヒストグラムの値としてみることができる．しかしながらこの勾配ヒス
トグラムでは隣接する画素間の関係しか利用できておらず，離れた画素間の関係を利用す
ることができていない．例えば蛇の表皮のように，自然画像のテクスチャはしばしば同じ
ような特徴が離れた（隣接していない）画素位置で繰り返し現れることがある．そのため
隣接した画素値の関係のみを利用するこのテクスチャモデルは，よりよいテクスチャ復元
をするためには不十分であると考えられる．

3.2.2 Texture variation adaptive image denoising with nonlocal PCA

Zhaoらの手法 [2]では，クラスタリングによって集めた類似しているパッチ群に対し，
主成分分析と局所最適Wienerフィルタを適用することで，テクスチャを保存したノイズ

19



除去を行っている．このウィーナフィルタは線形最小誤差推定フィルタ（LMMSEフィル
タ）の特殊な場合であり，原画像の共分散行列の推定が必要とする．
一般に観測画像から原画像の共分散行列を精度よく推定することは難しく，ノイズに影
響されずに十分な数の類似したパッチを集めなければならないなどの問題が存在する．こ
の手法ではまず，探索範囲を固定しないクラスタリングによって観測画像パッチの共分散
行列を計算する．次にこの観測画像パッチの共分散号列を主成分分析し，主成分分析後の
共分散行列とノイズの分散から，主成分分析後の原画像の共分散行列を推定する．
したがって，この手法で用いているテクスチャモデルは主成分分析後の共分散行列であ
り，テクスチャモデルのパラメータは共分散行列の成分の値としてみることができる．共
分散行列は前述した GHPの勾配ヒストグラムとは異なり，パッチないの全ての画素同士
の組み合わせの関係について表現することができる．そのためテクスチャのある種の繰返
し性などを含む，テクスチャの特徴を十分に表現することができると考えられる．

3.2.3 Image denoising via nonlocal low rank approximation with local struc-
ture preserving

Liuらの手法 [3]は，前述した議論で着目した，隣接画素間の関係と離れた画素間の関
係の両方に着目し，ノイズ除去を行う手法である．この手法では離れた画素同士の関係
を核ノルムを用いて表現する．また隣接画素同士の関係を total variation の拡張である
total generalized variation（TGV）を利用して表現する．この TGVは，核ノルム最小
化などの低ランク近似を利用したノイズ除去手法 [13, 19]で発生する画像の過度な平滑化
によるテクスチャの消失を防ぐことができる．この TGVと核ノルムを用いた最小化問題
を解くことで，テクスチャを保存したノイズ除去処理を実現している．
したがってこの手法では，テクスチャモデルは核ノルムと TGVであり，モデルのパラ
メータは，最小化問題における TGVの重みパラメータであるとみることができる．
一般に最小化問題の重みパラメータを適切に決定することは難しい．この手法では

TGVの重みパラメータを，最小化問題を四つの部分問題に分割し，TGVの重みパラメー
タを含む複数のパラメータを更新しながら反復的に解いていくことで，テクスチャが保存
されたノイズ除去を実現している．
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3.2.4 既存のテクスチャを考慮した手法の問題点
三つのテクスチャを考慮したノイズ除去手法についての議論をまとめると，テクスチャ
のモデルの表現力とそのパラメータの推定の困難さにはトレードオフの関係があることが
わかる．GHPは勾配ヒストグラムをテクスチャモデルとしており，その原画像のヒスト
グラムを推定することは比較的に容易であるが，十分にテクスチャの特徴を表現できない．
対照的に，Zuoらや Liuらの手法では，テクスチャモデルを共分散行列や，TGVと核ノ
ルムの組み合わせによって表現しており，テクスチャの表現力は十分であるが，パラメー
タを推定することは GHPなどと比較して困難である．
よって，本研究ではテクスチャを十分に表現できるテクスチャモデルを定義しながらも，
そのパラメータをより簡単に推定できる手法の提案を目標にする．
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第 4章

提案手法

4.1 Steinの補題を用いた画像ノイズ除去
本章では，提案手法である既存のノイズ除去で観測画像をノイズ除去したことで失われ
たテクスチャの復元手法を解説する．まず，本論では構造成分 s ∈ Rm を次のように定義
する．

s = f(y), (4.1)

ここで f(·) : Rm → Rm はWNNMのノイズ除去のプロセスを表す関数であり，つまり s

はWNNMのノイズ除去画像と定義される．また既存手法 [1–4]とは異なり，提案手法は
原画像 xとWNNMのノイズ除去画像 sの差分，つまりノイズ除去で失われたテクスチ
ャに着目し，損失テクスチャ t ∈ Rm と定義する．したがって，式（3.1）の観測画像 yの
観測モデルは次のように拡張される．

y = s+ t+ n, (4.2)

ここで x = s+ tであり，上式は式 (3.1)と等価であることを注意されたい．本研究の目
的は t+ nから損失テクスチャ tを推定することである．
提案手法ではまず初めに，yをWNNMを用いてノイズ除去する．このWNNMの最終

反復において，提案手法では損失テクスチャパッチ行列 Ti ∈ RL×M を，画素位置で対応
するノイズ除去パッチ行列 Si（3.1節における，WNNMの最終反復でのノイズ除去後の
パッチ行列 X̂i）と観測パッチ行列Yi を用いて推定する．提案手法ではこの損失テクスチ
ャパッチ行列 Ti の推定を，LMMSEフィルタを用いて行う．ここで LMMSEフィルタ
を使うことは (xi に画素位置で対応する)損失テクスチャパッチ ti ∈ RL が多変量正規分
布になることを暗に仮定している．そのため本研究では ti を多変量正規分布に従うと仮
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定する．この仮定に関する予備実験とその結果については 5.1.1節を参照されたい．この
LMMSEフィルタは損失テクスチャ tとノイズ nに関する共分散行列を必要とする．し
かしながら，損失テクスチャ tおよびノイズ nを直接的に観測することはできないため，
この共分散行列を直接計算することはできない．この問題を解決するために，本研究では
Steinの補題と幾つかの仮定を用いて損失テクスチャ tとノイズ nに関する共分散行列を
推定する．推定した情報と LMMSEフィルタを用いて各々の損失テクスチャパッチ行列
Ti を推定し，推定した Ti を画像に再構成することで推定損失テクスチャ t̂を得る．最後
に推定損失テクスチャ t̂ ∈ RL をWNNMのノイズ除去画像 sに付加することで，損失テ
クスチャの復元された推定原画像 x̂ ∈ RL を得る．

4.1.1 LMMSEフィルタを用いたテクスチャ復元
提案手法では LMMSEフィルタを用いて損失テクスチャパッチ tiを推定する．LMMSE
フィルタW∗

i ∈ RL×L は以下のように目的関数を用いて定義される．

W∗
i = argmin

W
E[∥W(ti + ni)− ti∥22]. (4.3)

ただし，上式の ∥·∥2 は ℓ-2ノルムを表す．式（4.3）は凸であり，以下のように解くこと
ができる（この証明は付録 Aを参照されたい）．

W∗
i = (Rtiti +Rtini

)(R(ti+ni)(ti+ni))
−1. (4.4)

不幸なことに，損失テクスチャの共分散行列Rtiti ∈ RL×L と損失テクスチャとノイズ
の共分散行列 Rtini ∈ RL×L は tと nが観測できないため，直接計算することはできな
い．そのため提案手法では Steinの補題と幾つかの仮定を用いてこれらの共分散行列を推
定する．

4.1.2 共分散行列の推定
以上の議論から，提案手法ではRtiti およびRtini

を推定する必要がある．損失テクス
チャ tの定義は x− sであり，また sの値は nによって変化するため，tは nを入力とす
る関数の出力としてみることができる．さらに nは平均 0，分散 σ2 の正規分布に従うと
仮定したため，Steinの補題を用いて以下のようにRtini

を推定することができる．

Rtini = Rniti
⊤ = σ2E

[
∂ti
∂ni

]
. (4.5)

23



上式は推定対象である共分散行列Rtini
は ni が変化した際の ti への影響から推定できる

ことを意味する．式（4.2）より損失テクスチャパッチ ti は xi− si と等しく，さらに ni の
xi への影響はゼロとみることができるため，共分散行列Rtini

は次のように推定できる．

Rtini = σ2

[
∂ti
∂ni

]
= σ2

[
∂(xi − si)

∂ni

]
= −σ2

[
∂si
∂ni

]
. (4.6)

上式は，ノイズが変化した際のWNNMの出力の変化を解析することでRtini
を推定で

きることを意味する．しかしながら，3.1節で解説したとおり，WNNMのノイズ除去処理
は非常に複雑であり，そのまま解析するのは難しい．したがって，提案手法ではWNNM
を単純に解析するために線形フィルタに近似することにした．
次項ではこのWNNMの線形近似について解説する．

4.1.3 WNNMのノイズ除去処理の線形近似
WNNMの解析を単純化し，Steinの補題を用いて共分散行列Rtini

を推定するために，
提案手法では以下のようにWNNM 全体のノイズ除去処理を以下のように線形フィルタ
として近似する．

Si = FiYi. (4.7)

またパッチ行列Yi および Si の特異値分解は次のように表される．

Yi = UYiΣYiV
⊤
Yi

and Si = USiΣSiV
⊤
Si
, (4.8)

ここで類似パッチの再探索や画像の再構成，反復正則化によるパッチ行列の更新を無視す
ると Yi および Si の特異値分解は共通の左特異行列及び右特異行列をもつ．提案手法で
はこのUYi およびVYi はUSi およびVSi と等しいと仮定する．この仮定に関する予備
実験とその結果については 5.1.2節を参照されたい．この仮定により，WNNMは以下の
線形フィルタに近似できる．

Fi = USi
ΣSi

Σ−1
Yi

U⊤
Si
. (4.9)

また観測パッチ行列 Ỹi の列ベクトルの平均の ni による偏微分は，ni が正規分布に従う
平均 0の確率変数であることから，無視できる非常に小さい値であるとみることができる
（Yi は Ỹi の各列ベクトルから各々の列ベクトルの平均を引いたものである）．したがっ
て，WNNMの線形近似が非常に正確であれば， ∂si

∂ni
≈ Fi となる．よって，式（4.6）か

ら，Rtini は次のように推定できる．

R̂tini
= −σ2Fi. (4.10)
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ここで残りの Rtiti が推定できれば LMMSEフィルタが計算できる．しかしながら前
述のとおり tは直接観測することができない．そこで本研究では Fi を用いて次のように
Rtiti が推定できると仮定した．

R̂titi = 2σ2Fi. (4.11)

この仮定に関する予備実験は 5.1.3項を参照されたい．

4.1.4 ノイズ除去で失われた損失テクスチャの復元
今までの議論から，LMMSEフィルタを用いて tを推定することが可能になった．しか
しながら，類似パッチ枚数M はパッチ画素数 Lより小さく，そのためR(ti+ni)(ti+ni) の
逆行列は計算不可能である．またR(ti+ni)(ti+ni) と等しい R̂titi + R̂tini

+ R̂niti + σ2I

を用いることも考えられるが，これでは提案手法は十分な損失テクスチャ推定精度を発揮
できない．本研究ではR(ti+ni)(ti+ni) の代わりにRtiti + σ2Iを用いる．したがって，提
案手法では LMMSEフィルタを以下のように計算する．

W∗
i = (Rtiti +Rtini

)(Rtiti + σ2I)−1. (4.12)

上式と式（4.10）（4.11）より Ti は

T̂i = (σ2Fi)(2σ
2Fi + σ2I)−1(Ỹi − S̃i), (4.13)

と推定される．全注目パッチにおいて T̂i ∈ RL×M を推定し，推定結果を用いてWNNM
のようにパッチから画像に再構成することにより，最終的な推定損失テクスチャ t̂ ∈ Rm

を得ることができる．最後に，t̂を用いて，損失テクスチャが復元された推定原画像 x̂は
以下のように計算される．

x̂ = s+ t̂. (4.14)

提案手法では LMMSEフィルタを用いて t̂を推定しているが，一般にMSEを最小に
するとテクスチャの鮮明さが失われることが知られている．この問題を解決するために，
提案手法では式（4.14）を拡張し，以下のように原画像を推定する．これにより鮮明なテ
クスチャが復元された推定原画像 x̂を得る．

x̂ = s+ αt̂, (4.15)

ここで α ∈ Rは損失テクスチャを付加する強度をコントロールするパラメータである．こ
こまでに用いた仮定が全て正しいのならば，パラメータ αを 1と設定することは，提案手
法は LMMSEフィルタを適用し，PSNRが最大になるようなノイズ除去画像を得ること
を意味する．提案手法のアルゴリズムを Algorithm 2に示す．
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Algorithm 2 提案手法を用いたテクスチャの復元.
Input: 観測画像 y

Initialize s(0) = y and y(0) = y

for k = 1 : K do
反復正則化: y(k) = s(k−1) + δ(y − s(k−1))

for i = 1 : I do
類似パッチ行列Y

(k)
i を探索する．

式（3.2）より原画像のパッチ行列Xi を推定し，その推定結果を S
(k)
i とする．

if k=K then
Steinの補題と式（4.11）を用いてRtiti およびRtini

を推定する．
式（4.6）より LMMSEフィルタW∗

i を計算する．
式（4.13）よりを推定し Ti その推定結果を T̂i とする

end if
end for
ノイズ除去パッチ行列 S

(k)
i をノイズ除去画像 s(k) に再構成する．

end for
推定テクスチャパッチ行列 T̂i を推定テクスチャ t̂に再構成する．

Output: 推定原画像 x̂ = s(K) + αt̂を得る．
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第 5章

実験

本章では提案手法で用いた仮定に関する確認のための予備実験と，提案手法の有効性を
確認する実験を行った．これらの実験をするにあたり二つの画像データセットを用いた．
一つ目のデータセットは論文 [3]の実験で用いられたものと同じ十枚のグレースケールの
自然画像（図 5.1）のデータセット（dataset I）である．もう一つは Barkeley segmentation
dataset [40]の百枚のグレースケールの自然画像からなるデータセット（BSD100）であ
る．全ての実験は，MATLABを用いて行い，全ての観測画像は，自然画像に人工的に生
成されたノイズを付加することで生成した．
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Image01 Image02 Image03 Image04

Image05 Image06 Image07 Image08

Image09 Image10

図5.1: 論文 [3]の実験で用いられている十枚のテスト画像（dataset I）．
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5.1 予備実験
5.1.1 損失テクスチャが多変量正規分布に従うという仮定の検証
本研究では ti は多変量正規分布に従うと仮定した．この仮定の正当性を検証するため
に，真の損失テクスチャパッチ行列 Ti を用いて実験を行った．
残念なことに，Ti に含まれるパッチの数は ti の画素数よりも少ない．そのため単純に

ti が多変量正規分布に従うこと検定することは，提案手法に過剰に有利な条件になってし
まう．したがって，この実験では Kolmogorov-Smirnov検定を用いて，ti の各要素が正
規分布に従うかどうかを検証する．真のパッチ行列 Ti を決定する注目損失テクスチャパ
ッチ ti として，BSD100からランダムに選んだ 20枚の画像のうち，さらにランダムに選
ばれた 40個のパッチを用いた．またノイズの標準偏差は 20に設定した．

Kolmogorov-Smirnov検定の結果，97%の ti の各要素において 0.05の有意差が確認さ
れ，ti の各要素が正規分布に従わないという積極的な根拠は見つからなかった．損失テク
スチャパッチ ti の各要素が正規分布に従うことは必ずしも，ti が多変量正規分布に従う
ことを意味しないが，現実的には ti が多変量正規分布に従うことを強く示唆する．

5.1.2 観測パッチ行列と対応するWNNMのノイズ除去画像のパッチ行列
が共通の特異行列をもつという仮定の検証

ここではWNNMのノイズ除去処理の線形近似の際に用いた，Yi と Si は共通の左特
異行列および右特異行列をもつという仮定を検証する．
この仮定を検証するために，以下のように表される二つの行列 Σ̂Yi

および Σ̂Si
の対角

行列らしさ（diagonality）を評価する．

Σ̂Yi
= U⊤

Si
YiVSi

and Σ̂Si
= U⊤

Yi
SiVYi

. (5.1)

もしYi と Si が共通の左特異行列および右特異行列をもつのならば，Σ̂Yi
および Σ̂Si

は
対角行列になる．そのため，この diagonality を Σ̂Yi

および Σ̂Si
について計算すること

で，Yi と Si が共通の左特異行列および右特異行列をもつのか評価できる．
この diagonality を評価するために，本研究では評価関数 dm(·) を以下のように定義

した．
dm(A) =

1
|P |

∑
(i,j)∈P (Ai,j)

2

1
|P |

∑
(i,j)∈P (Ai,j)2 +

1
|D|

∑
(i,j)∈D(Ai,j)2

, (5.2)
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ここで P と D は A ∈ Rm×l の非対角成分および対角成分のインデックスの集合である．
この評価関数 dm(A)が 0であるということはAは対角行列であることを意味し，dm(A)

が 1であるということはAの対角成分が全てゼロであることを意味する．
この実験では，5.1.1項の実験と同じ画像および同じパッチを用いた．実験結果では，

dm(Σ̂Yi)および dm(Σ̂Si)の平均値は 0.0768および 0.0480であった．ただし，Si の最大
特異値が非常に小さいとき，LMMSEフィルタW∗

i がほぼゼロ行列になり，diagonality
によらず Ti の推定精度に影響を与えないため，Si の最大特異値が 0.1 以下であるとき，
dm(Σ̂Yi

)の計算結果は上記の平均値を計算する際には除外した．実験結果から，Σ̂Yi
と

Σ̂Si は非常に対角行列に近く，したがって，仮定がおおよそ成り立っていることが確認で
きた．
次に推定した損失テクスチャを主観的に評価するために，BSD100 の画像 69015 を用

いて，六枚の残差画像である y− s，y− ŝ，y− s− t̂，s− ŝ，t̂，および tを図 5.2に示し
た (ここで ŝはWNNMのノイズ除去処理の線形近似である Fi を Yi にかけたものであ
る)．観測画像 yのノイズの標準偏差は 20とした．この図より，ŝが s似ていることから，
提案手法のWNNMの線形近似がほぼ正しいことがわかる．さらに，t̂は，毛皮や樹皮の
表面，黒い背景など，損失テクスチャの強弱にかかわらず tに似ていることがわかる．
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(a) y − s (b) y − ŝ (c) y − s− t̂

(d) s− ŝ (e) t̂ (= x̂− s) (f) t (= x− s)

図5.2: BSD100の画像 69015を用いてノイズ除去をした際の六枚の残差画像の比較．観
察のために，各画像の画素値を三倍にして表示している.
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5.1.3 損失テクスチャの共分散行列の推定に関する仮定の検証
提案手法では 4.1.3節において, Rtiti を R̂titi = 2σ2Fi で推定できると仮定した. 本項
ではこの仮定について検証を行う．同様の記法を用いて，R̂titi = βσ2Fi としたとき，パ
ラメータ β を動かしたときのノイズ除去性能の変化を観察する．
この実験では dataset I の 10 枚の画像を用い，ノイズの標準偏差を 20 に設定し
た．パラメータ β を 0 から 3 まで 0.1 刻みで動かし，LMMSE フィルタの計算の際に
R̂titi = βσ2Fi を用いてノイズ除去を行った．またこの実験では，PSNRは，各 β の全て
の画像の MSEの平均値から計算した．この PSNRは値が高くなるほど原画像に類似す
ることを意味している．実験結果を図 5.3に示す．図 5.3より β がほぼ 2のときに PSNR
が最大になることがわかり，したがって，仮定の正当性が確認された．
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図5.3: パラメータ β を変化させたときの提案手法のノイズ除去性能の変化．この実験で
は推定損失テクスチャ共分散行列 R̂titi = βσ2Fi を用いてノイズ除去を行っている．
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5.2 提案手法の有効性の確認
本節では，前節で正当性が確認された仮定を提案手法に用いて実験を行い，提案手法の
有効性について議論する．はじめに，提案手法と他の非学習系のノイズ除去手法の既存手
法である block matching and 3D filtering（BM3D）[14]，GHP [1]，WNNM [19]とノ
イズ除去性能の比較を行った．また学習系のノイズ除去手法と提案手法との比較として，
denoising convolutional neural network (DnCNN) [12]とノイズ除去性能の比較を行っ
た．またパラメータ αの効果の確認を行った．さらに，推定した共分散行列の推定精度を
比較するために，Fréchet 距離を用いて実験を行った．

5.2.1 画像ノイズ除去
Dataset Iを用いてノイズ除去した際の各ノイズ除去手法のノイズ除去結果の PSNRと

structual similarity（SSIM）[41]を表 5.1 - 5.3に示す．この PSNRと SSIMは値が高く
なるほど原画像に類似することを意味している．また表 5.1 - 5.3では，各行で最も高い
PSNR と SSIM を太字で示した．提案手法の損失テクスチャを付加する強度をコントロ
ールするパラメータである αは，提案手法がどれほど PSNRを改善できるか確認するた
めに，1に設定した．実験結果より，提案手法は他のノイズ除去手法と比較して PSNRと
SSIMの二つの指標において，ノイズ除去性能が高いことが示された．特にWNNMと比
較して大きく PSNRが改善された画像では，0.15 [dB] の PSNRの改善があった．次に，
同様に BSD100を用いた各ノイズレベルでのノイズ除去結果の平均を表 5.4に示す．実験
結果より，データセットによらず提案手法ではノイズ除去性能の改善があったことがわか
った．
また BSD100の画像を用いて，提案手法とWNNMの PSNRおよび SSIMの差につい
て対応ありの片側 t 検定を行った．この検定では帰無仮説を，提案手法の PSNRおよび
SSIMが，WNNMの PSNRおよび SSIMより小さいと設定した．検定結果の p値を表
5.4に示す．実験結果より，p値は十分小さく，統計的な有意差が提案手法とWNNMの
間にあることが確認された．
また BSD100の画像でノイズ除去を行った際の，提案手法をWNNMと比較した際の

PSNRおよび SSIMの向上量のヒストグラムを図 5.4に示す．このヒストグラムはノイズ
の標準偏差 σ = 10, 20, 30の全ての提案手法とWNNMのノイズ除去の結果を用いて計算
した．実験結果より，多くの画像で提案手法は PSNRおよび SSIMの向上に成功してい
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ることがわかる．
さらに，実験で提案手法とWNNM の計算時間を計測した．実験で得られた各々の手
法の計算時間の平均を表 5.5に示す．実験では，計算時間を測る際はノイズレベルごとに，
BSD100の各画像からノイズの実現値の異なる 10枚の観測画像を生成し，計 1000枚の観
測画像をノイズ除去することで計算時間を計測した．実験結果では，提案手法のWNNM
に対する追加の計算時間（提案手法はWNNM でノイズ除去した後に損失テクスチャの
復元を行うことに注意されたい）は，WNNMの計算時間の 7‒13%であった．この追加
の時間的コストをユーザーが支払うことを考慮しても，提案手法によって得られる PSNR
や SSIMの向上量は十分であると考えられる．
次に，dataset I を用いて提案手法と DnCNN [12] とのノイズ除去性能の比較を行っ
た．ノイズの標準偏差 σ は 15 とし，損失テクスチャを付加する強度をコントロールす
るパラメータ α は 1 に設定した．実験では，DnCNN の著者らの PyTorch を用いた実
装の，σ = 15で学習済みのモデルを利用した．実験結果を表 5.6に示す．実験結果では，
DnCNNのWNNMに対する PSNRの向上は平均で 0.30[dB]であるのに対し，提案手法
は 0.10[dB]であった．なお，DnCNNは学習を必要とするノイズ除去処理がブラックボ
ックスな手法であり，処理の根拠を知ることが一般に困難な手法であるのに対し，提案手
法は学習を必要とせずノイズ除去処理を全て説明可能なホワイトボックスな手法である．
次にパラメータ α の効果を検証するために，実験として出力画像の SSIMを最大にす
るような α（以後，αSSIM）を探索した．この αSSIM は αを 0から 8まで 0.01刻みで線
形探索をすることによって得た．視覚的な画像の品質を比較するために，原画像，観測画
像，GHPの出力画像，WNNMの出力画像，提案手法の（αSSIM を用いた）出力画像を
図 5.5 – 5.9に示す．また図 5.5 – 5.9におけるWNNMの出力画像および提案手法の出力
画像の赤枠の部分を拡大した結果を図 5.10 – 5.11に示す．これらの図から，α を適切に
選ぶことで知覚的品質と SSIMが劇的に向上することがわかった．特に図 5.8（a）–（e）
の画像 196073 を用いたノイズ除去結果に注目すると，提案手法はWNNM と比較して
SSIMが 0.073向上していることがわかる．次に各画像で推定目標である tと推定した αt̂

を図 5.12–5.13に示した．これらの図にある各画像は比較を簡単にするために，画素値を
三倍に強調していることに注意されたい．これらの図より，t̂は tと比較して，石の表面
やサンゴ，蛇の表皮や海面などの損失テクスチャが非常に似ていることがわかる．次に
BSD100での αSSIM のヒストグラムを図 5.14に示す．このヒストグラムは各ノイズの標
準偏差（σ=10, 20, 30）での αSSIM の頻度を表したものである．この図から全ての画像に
共通する単一で最適な αSSIM の値は存在しないことがわかる．しかしながら，多くの場合
において α = 2とすることで SSIMが向上することがわかる．
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また各々のノイズの標準偏差 σ = 10, 20, 30について，αを 0から 8まで 0.01刻みで
変化させたときの SSIMの変化を図 5.15 - 5.17に示す．このときデータセットは BSD100
を用い，SSIMは各 α で平均をとった．図より，どのノイズの標準偏差でも α を 1より
大きくすることで平均的な SSIMがさらに向上する可能性があることがわかる．またどの
ノイズの標準偏差でも α = 2とすることで SSIMの平均がおおよそ最大になることがわ
かる．
さらに，αSSIM と同様に，実験として PSNRを最大にするような α（αPSNR とする）を
探索した．この αPSNR は 0から 8まで 0.01刻みで線形探索をすることで得た．図 5.18に
αPSNR のヒストグラムを示す．図より，多くの場合において，α = 1とすることで，最も
PSNRの高いノイズ除去画像を得ることができることが確認された．
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表5.1: Dataset Iを用いたノイズ除去での PSNR[dB]と SSIMの比較 (ノイズの標準偏差
σ = 10).

BM3D GHP WNNM 提案手法
Image01 34.31/0.932 34.31/0.925 34.70/0.935 34.74/0.937
Image02 32.99/0.887 32.97/0.884 33.12/0.889 33.23/0.896
Image03 31.64/0.907 31.79/0.909 31.86/0.910 31.95/0.916
Image04 30.58/0.898 30.66/0.904 30.76/0.900 30.80/0.905
Image05 32.59/0.946 32.52/0.932 32.88/0.948 32.89/0.949
Image06 33.61/0.917 33.61/0.905 33.90/0.921 33.99/0.925
Image07 34.19/0.898 34.11/0.894 34.41/0.902 34.48/0.906
Image08 31.48/0.908 31.51/0.907 31.73/0.912 31.80/0.917
Image09 35.12/0.946 34.96/0.934 35.30/0.946 35.35/0.948
Image10 31.71/0.912 31.76/0.907 31.84/0.913 31.92/0.917
Average 32.82/0.915 32.82/0.910 33.05/0.918 33.11/0.922

表5.2: Dataset Iを用いたノイズ除去での PSNR[dB]と SSIMの比較 (ノイズの標準偏差
σ = 20).

BM3D GHP WNNM 提案手法
Image01 30.47/0.868 30.58/0.869 30.81/0.872 30.91/0.875
Image02 29.55/0.765 29.67/0.778 29.64/0.765 29.77/0.777
Image03 27.82/0.796 28.10/0.816 28.06/0.802 28.21/0.815
Image04 26.61/0.793 26.74/0.803 26.80/0.798 26.91/0.809
Image05 28.30/0.881 28.48/0.884 28.58/0.883 28.70/0.888
Image06 29.96/0.828 30.21/0.841 30.25/0.833 30.38/0.841
Image07 30.97/0.812 31.00/0.816 31.03/0.811 31.11/0.817
Image08 27.22/0.806 27.41/0.818 27.54/0.815 27.69/0.827
Image09 31.35/0.895 31.39/0.896 31.52/0.895 31.60/0.896
Image10 27.82/0.803 27.98/0.813 27.96/0.807 28.11/0.819
Average 29.01/0.825 29.16/0.833 29.22/0.828 29.34/0.837
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表5.3: Dataset Iを用いたノイズ除去での PSNR[dB]と SSIMの比較 (ノイズの標準偏差
σ = 30).

BM3D GHP WNNM 提案手法
Image01 28.51/0.817 28.57/0.818 28.75/0.822 28.83/0.824
Image02 28.03/0.688 28.03/0.700 28.07/0.684 28.13/0.694
Image03 26.08/0.719 26.21/0.738 26.29/0.727 26.39/0.740
Image04 24.57/0.703 24.68/0.718 24.81/0.714 24.92/0.729
Image05 26.04/0.813 26.28/0.819 26.38/0.823 26.51/0.831
Image06 28.22/0.762 28.43/0.778 28.50/0.770 28.59/0.776
Image07 29.37/0.756 29.24/0.757 29.43/0.755 29.45/0.759
Image08 25.13/0.724 25.34/0.744 25.46/0.738 25.60/0.751
Image09 29.48/0.854 29.47/0.855 29.65/0.856 29.70/0.855
Image10 26.00/0.718 26.09/0.733 26.14/0.725 26.25/0.738
Average 27.14/0.755 27.24/0.766 27.35/0.761 27.44/0.770

表5.4: BSD100 でノイズ除去をした際の PSNR [dB] と SSIM の比較. 表中の p 値は
WNNMと提案手法の PSNRおよび SSIMの差を片側 t検定した際の結果である．

BM3D GHP WNNM 提案手法 p値
σ = 10 33.13/0.913 33.10/0.911 33.36/0.916 33.42/0.920 5.3× 10−16/3.8× 10−20

σ = 20 29.42/0.824 29.49/0.832 29.64/0.829 29.74/0.837 4.6× 10−26/3.3× 10−19

σ = 30 27.56/0.759 27.58/0.769 27.78/0.766 27.84/0.773 1.7× 10−16/6.8× 10−13

Average 30.03/0.832 30.06/0.837 30.26/0.837 30.33/0.843 –
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(a) 提案手法とWNNMの PSNRの差分のヒストグラム

(b) 提案手法とWNNMの SSIMの差分のヒストグラム

図5.4: BSD100でノイズの標準偏差 σ = 10, 20, 30でノイズ除去した際の，各画像，各ノ
イズの標準偏差での提案手法とWNNM の PSNR および SSIM の差分のヒストグラム．
実験では，提案手法の PSNRおよび SSIMからWNNMの PSNRおよび SSIMを引く
ことでヒストグラムを計算した．
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表5.5: 提案手法とWNNMの計算時間 [s] の平均値の比較．

WNNM
提案手法

(WNNM + テクスチャ復元)
σ = 10 149 169
σ = 20 148 167
σ = 30 311 334

表5.6: Dataset Iを用いた非学習系のノイズ除去手法（WNNMおよび提案手法）と学習
系のノイズ除去手法（DnCNN）の PSNR [dB] および SSIMによるノイズ除去性能の比
較（ノイズの標準偏差 σ = 15）．提案手法は学習を必要とせず，そのノイズ除去処理を全
て説明可能である．太字で強調されている数値は非学習系のノイズ除去手法のノイズ除去
結果のなかで最も高い PSNRや SSIMを意味している．

WNNM 提案手法 DnCNN
Image01 32.38/0.902 32.45/0.905 32.70/0.911
Image02 31.00/0.824 31.13/0.834 31.38/0.845
Image03 29.53/0.853 29.67/0.864 29.89/0.872
Image04 28.37/0.847 28.45/0.856 28.59/0.860
Image05 30.30/0.916 30.37/0.919 30.53/0.922
Image06 31.69/0.876 31.81/0.882 31.82/0.886
Image07 32.37/0.852 32.45/0.858 32.68/0.867
Image08 29.20/0.862 29.32/0.871 29.58/0.877
Image09 33.00/0.919 33.08/0.921 33.35/0.927
Image10 29.47/0.858 29.60/0.867 29.79/0.874
Average 30.73/0.871 30.83/0.878 31.03/0.884
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(a) 原画像 (Image08)
(PSNR / SSIM)

(b) Noisy image
(σ = 30)

(c) GHP
(25.34 dB / 0.744)

(d) WNNM
(25.46 dB / 0.738)

(e) 提案手法 (α = 2.62)
(25.40 dB / 0.759)

図5.5: WNNM，GHPおよび提案手法のノイズ除去性能の比較（Image08）．
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(a) 原画像 (41069)
(PSNR / SSIM)

(b) 観測画像
(σ = 20)

(c) GHP
(26.18 dB / 0.775)

(d) WNNM
(26.07 dB / 0.754)

(e) 提案手法 (α = 3.15)
(25.89 dB / 0.797)

図5.6: WNNM，GHPおよび提案手法のノイズ除去性能の比較（41069）．
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(a) 原画像 (156065)
(PSNR / SSIM)

(b) Noisy image
(σ = 20)

(c) GHP
(26.98 dB / 0.750)

(d) WNNM
(26.92 dB / 0.733)

(e) 提案手法 (α = 3.12)
(26.79 dB / 0.767)

図5.7: WNNM，GHPおよび提案手法のノイズ除去性能の比較（156065）．
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(a) 原画像 (196073)
(PSNR / SSIM)

(b) Noisy image
(σ = 20)

(c) GHP
(28.00 dB / 0.616)

(d) WNNM
(27.76 dB / 0.547)

(e) 提案手法 (α = 5.10)
(27.16 dB / 0.620)

図5.8: WNNM，GHPおよび提案手法のノイズ除去性能の比較（196073）．
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(a) 原画像 (241048)
(PSNR / SSIM)

(b) Noisy image
(σ = 20)

(c) GHP
(27.58 dB / 0.800 )

(d) WNNM
(27.57 dB / 0.791)

(e) 提案手法 (α = 2.68)
(27.50 dB / 0.812)

図5.9: WNNM，GHPおよび提案手法のノイズ除去性能の比較（241048）．
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(a) WNNM (Image08) (b) 提案手法
(Image08, α = 2.62)

(c) WNNM (41069) (d) 提案手法
(41069, α = 3.15)

(e) WNNM (156065) (f) 提案手法
(156065, α = 3.12)

図5.10: 図 5.5 – 5.7におけるWNNM の出力画像および提案手法の出力画像の赤枠の部
分を拡大した結果.
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(a) WNNM (196073) (b) 提案手法
(196073, α = 5.10)

(c) WNNM (241048) (d) 提案手法
(241048, α = 2.68)

図5.11: 図 5.8 – 5.9におけるWNNM の出力画像および提案手法の出力画像の赤枠の部
分を拡大した結果.
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(a) t (Image08) (b) αt̂

(Image08, α = 2.62)

(c) t (41069) (d) αt̂

(41069, α = 3.15)

(e) t (156065) (f) αt̂

(156065, α = 3.12)

図5.12: 真の損失テクスチャ tおよび提案手法で推定した損失テクスチャ t̂の比較．各画
像の画素値は観察のために三倍に強調している.
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(a) t (196073) (b) αt̂

(196073, α = 5.10)

(c) t (241048) (d) αt̂

(241048, α = 2.68)

図5.13: 真のテクスチャ損失 tおよび提案手法で推定した損失テクスチャ t̂の比較．各画
像の画素値は観察のために三倍に強調している.
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図5.14: 各出力画像の SSIMを最大にする αの値のヒストグラム．

図5.15: α を変化させたときの BSD100 での提案手法の出力画像の SSIM の平均の変化
（σ = 10）．
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図5.16: α を変化させたときの BSD100 での提案手法の出力画像の SSIM の平均の変化
（σ = 20）．

図5.17: α を変化させたときの BSD100 での提案手法の出力画像の SSIM の平均の変化
（σ = 30）．
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図5.18: 各出力画像の PSNRを最大にする αの値のヒストグラム．
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5.2.2 損失テクスチャ共分散行列の推定精度の実験
本項では二つの損失テクスチャの共分散行列の推定精度を比較する．一つ目は提案手法
で推定した損失テクスチャの共分散行列 R̂titi，二つ目は以下のように単純に推定した損
失テクスチャの共分散行列 R̂smp

titi
である．

R̂smp
titi

= h((Ti +Ni)(Ti +Ni)
⊤ − σ2I), (5.3)

ここで h(·) は入力の負の固有値をゼロに置き換える関数であり，半正定値行列への射影
を表す．
実験ではこれら二つの損失テクスチャの共分散行列の推定精度を評価するために

Fréchet 距離を計算した．この Fréchet 距離は二つの確率分布の距離を測ることができる
ものである．また二つの多変量正規分布についての Fréchet 距離の計算方法は Dowsonと
Landauによって考案されている [42]．近年では深層学習を利用した画像生成の分野にお
いて，生成画像と自然画像の類似度を測るためにこの Fréchet 距離が用いられている [43]．
予備実験の結果から，実験では損失テクスチャ tは多変量正規分布に従うと仮定した．あ
る多変量正規分布従う確率変数 a ∈ Rd について，その平均ベクトルを µa = E[a] ∈ Rd，
共分散行列をRaa としたとき (a ∼ Nd(µa,Raa))，その確率分布は次のように表される．

p(a) =
1

(
√

(2π)d det(Raa)
exp(−1

2
(a− µa)

⊤R−1
aa (a− µa)). (5.4)

また，二つの多変量正規分布Nd(µa,Raa)およびNd(µb,Rbb)についての Fréchet 距
離は次のように計算される．

∥µa − µb∥22+tr(Raa +Rbb − 2(RaaRbb)
1
2 ). (5.5)

損失テクスチャの平均ベクトルを 0とすると，提案手法で推定したテクスチャ共分散行
列 R̂titi と原画像を用いて計算した真のテクスチャ共分散行列 Rtini

の Fréchet 距離は
次のように計算できる．

Fréchet(Rtiti , R̂titi) = tr(Rtiti + R̂titi − 2(RtitiR̂titi)
1
2 ). (5.6)

また単純に推定した損失テクスチャ共分散行列 R̂smp
titi
とRtiti との Fréchet 距離は，上式

の R̂titi を R̂smp
titi
に置き換えることで計算できる．

図 5.19に実験結果の Fréchet 距離のヒストグラムを示す．このヒストグラムは dataset
Iの各画像の各パッチ行列を用いて計算された．ただし計算誤差によって生じた非常に少
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ない外れ値は無視している．図 5.19より，全てのノイズレベルにおいて，提案手法で推定
した R̂titi は R̂smp

titi
より真の損失テクスチャ共分散行列Rtiti に近いことが確認できた．
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(a) σ = 10 (b) σ = 20

(c) σ = 30

図5.19: 二つの Fréchet 距離のヒストグラム．一つは提案手法で推定した損失テクスチャ
共分散行列と真の損失テクスチャ共分散行列との Fréchet 距離．もう一つはサンプルから
単純に推定した損失テクスチャ共分散行列と真の損失テクスチャ共分散行列との Fréchet
距離．グラフの表示範囲に入らない非常に僅かな外れ値が存在している．
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第 6章

結論

本研究ではノイズとノイズ除去で失われたテクスチャの混ざった成分からノイズ除去で
失われたテクスチャを推定することを目的に，その方法の提案と提案手法の有効性の確認
をした．
まず 3 章ではテクスチャを考慮していないノイズ除去手法であるWNNM や，テクス
チャを考慮したノイズ除去手法である GHP，Zhaoらの手法および Liuらの手法につい
て解説し，既存のノイズ除去手法の問題点について考察した．

4章ではまず，3章の考察結果を元に，テクスチャの消失しないノイズ除去手法につい
て提案をした．本研究ではノイズ除去の際に失われたテクスチャに着目し，損失テクスチ
ャと定義することを提案した．またテクスチャモデルは損失テクスチャを用いた共分散行
列とした．さらに損失テクスチャの推定には，テクスチャモデルである損失テクスチャの
共分散行列を必要とする，LMMSEフィルタを用いることとした．テクスチャモデルのパ
ラメータである，損失テクスチャの共分散行列および損失テクスチャとノイズの共分散行
列の各成分は，損失テクスチャとノイズが直接観測できないために直接計算することはで
きない．本研究では，これらの共分散行列を Steinの補題といくつかの仮定を用いて推定
する方法を提案した．

5章では提案手法に用いた仮定の正当性や提案手法の有効性について実験を行った．ま
ず予備実験により，提案手法で用いた経験的な仮定について確認を行った．予備実験では
はじめに，損失テクスチャのパッチが多変量正規分布に従うという仮定の正当性を確認し
た．次に，観測パッチ行列とWNNM のノイズ除去画像のパッチ行列が共通の左特異行
列および右特異行列をもつという仮定の正当性を確認した．最後に，損失テクスチャの
共分散行列の推定の際に用いた仮定の正当性を確認した．実験結果より，提案手法で用
いた仮定の，その正当性について実験的に確認できた．次に本実験では，提案手法の有
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効性について確認を行った．実験結果より，非学習系の最先端のノイズ除去手法である
WNNMの出力画像と比較して，提案手法の出力画像の PSNRと SSIMが，それぞれ平
均して 0.07 [dB] および 0.06 高いことが確認できた．さらに対応ありの片側 t 検定によ
り提案手法とWNNMのノイズ除去の性能に有意差があることを確認した．また，提案手
法のWNNMのに対する PSNRおよび SSIMの向上量について，ヒストグラムで確認し
た．実験結果より，提案手法は多くの画像で PSNRおよび SSIMの向上に成功している
ことが確認できた．さらに，提案手法と学習系のノイズ除去手法である DnCNN とのノ
イズ除去性能の比較を行った．実験結果では，提案手法のWNNMのに対する PSNRの
向上は平均で 0.10 [dB] であるのに対し，DnCNNは 0.30 [dB] であった．なお，比較対
象である DnCNNは学習を必要とし，そのノイズ除去処理はブラックボックスであるの
に対し，提案手法は学習を必要とせず，そのノイズ除去処理は全て説明可能なホワイトボ
ックスな手法である．次に，提案手法が独立に推定した損失テクスチャが，任意の強度で
ノイズ除去画像に付加可能であることを利用して，SSIMをさらに向上させることができ
ないか実験を行った．実験結果より，適切な強度で損失テクスチャをノイズ除去画像に付
加することで SSIMがさらに向上することが実験により確認された．また適切な強度で損
失テクスチャを付加することで，画像のぼやけたエッジやテクスチャをより鮮明にできる
ことを視覚的に確認した．さらに，提案手法で推定した損失テクスチャの共分散行列が単
純な推定法で推定した損失テクスチャの共分散行列と比較して真の損失テクスチャ行列に
近いことを，多次元正規分布間の距離関数として一般的な Fréchet 距離を用いて示した．
ノイズの標準偏差 σ = 10, 20, 30のとき，WNNMの各々のノイズの標準偏差での平均の
計算時間は 169, 167, 334秒であり，提案手法の必要とする追加の計算時間は 20, 19, 23秒
（WNNM自体の計算時間の 7-13%）であった．これは PSNRや SSIMの向上分を考慮す
ると許容範囲内であるといえる．
実験結果より，提案手法を用いることでWNNMと比較して PSNRと SSIMが向上し
たことから，ノイズと損失テクスチャの混ざった成分から損失テクスチャ（ノイズ除去に
よって失われたテクスチャ）を推定でき，本研究の目的を達成できたといえる．
本研究の貢献は以下のとおりである．

• 原画像と既存手法のノイズ除去画像の差分に着目し損失テクスチャとする新しいテ
クスチャの定義を導入し，定義した損失テクスチャを推定する手法を提案した．

• 損失テクスチャの定義を用いることで，ノイズ除去画像を得るまでのノイズ除去処
理の情報を損失テクスチャの復元に利用できるという新しい試みとその方法を提案
した．
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• 損失テクスチャを推定する手法を提案し，その有効性を PSNR，SSIMを用いて示
した．

• 提案手法で用いた幾つかの経験的な仮定についてその有効性を実験的に評価するこ
とで，明示的でない損失テクスチャの性質に関する知見が得られた．

本研究で未だに解決されていない課題として，損失テクスチャの推定の際に用いた経験
的な仮定について，実験的に有効性を確かめただけであり，理論的な解析ができていない
ことが挙げられる．また本研究はWNNMで失われた損失テクスチャについて，その推定
方法と有効性を明らかにしたものであり，この研究で得られた知見を他のノイズ除去手法
へ応用することも残された課題であるといえる．
本論文では単純なノイズ除去のみを対象とし，評価尺度としては PSNRと SSIMのみ
を用いていたが，この手法をぼけ除去などの一般の画像復元に応用することができれば，
1.1節で述べたMRI等の画像復元にも応用が可能であると考えられる．また，画像認識に
おいてはテクスチャが重要な役割を果たしていることが指摘されており，画像認識におけ
る認識率を評価尺度として提案手法を改良することで，劣化画像からの画像認識における
認識率を向上させることにも応用ができると考えられる．さらに，提案手法は一般的な写
真のテクスチャ復元のみならず，映画のデジタルリマスターなどでも質感向上をすること
ができると考えられる．
本研究で提案した手法は，信号の推定において推定しきれなかった残差成分を，推定手
法の性質と残差成分の統計的性質に着目することで復元する手法であると一般化すること
ができ，画像のノイズ除去以外にも様々な応用が得られる可能性があることから，広く画
像処理の研究分野に寄与する結果であるといえる．
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Appendix A

LMMSEフィルタを用いたテクスチ
ャの推定に関する導出

LMMSE フィルタの特殊な場合であるWiener フィルタはついては 2.2節で解説した．
Winerフィルタは先に解説したとおり，推定目標である原画像 xを観測画像 y から推定
できるフィルタであり，xと nは独立の関係であると仮定される．しかしながら，本研究
では推定目標である tは nに非常に強く依存するため，このWienerフィルタを使うこと
はできない．本節では，tが nに依存した場合でも，tを推定することのできる LMMSE
フィルタについて導出する．

LMMSEフィルタW∗
i は，式（4.3）で定義されているとおり，以下のように表される

関数 J(W)を最小にする解である．

J(W) := E[∥W(ti + ni)− ti∥22]
= E[(W(ti + ni))

⊤W(ti + ni)]

−2E[(ti + ni)
⊤W⊤ti] + E[t⊤i ti]. (A.1)

証明を簡単にするために，E[ti]および E[ni]は 0であると仮定する．ここで右辺第一項
および第二項は次のように表すことができる．

E[(W(ti + ni))
⊤W(ti + ni)]

= tr(WR(ti+ni)(ti+ni)W
⊤), (A.2)

E[t⊤i ti] = tr(Rtiti). (A.3)

式（A.1）の第二項は次のように展開できる．

−2E[(ti + ni)
⊤W⊤ti] = −2E[t⊤i Wti]− 2E[n⊤

i W
⊤ti]. (A.4)

59



ここで E[a⊤Ab] = tr(A⊤Rab)であるため（E[a]および E[b]は 0である）, この式の右
辺は次のように表される．

−2E[t⊤i Wti]− 2E[n⊤
i W

⊤ti] = −2tr(W⊤Rtiti)− 2tr(WRtini
). (A.5)

式（A.3）（A.5）より J(W)のWによる偏微分は次のように表される．

∂J(W)

∂W
= 2WR(ti+ni)(ti+ni) − 2Rtiti − 2Rtini

. (A.6)

ここで ∂J(W)
∂W = 0とすると，式（4.3）は次のように解ける．

W∗
i = (Rtiti +Rtini)(R(ti+ni)(ti+ni))

−1. (A.7)

よって LMMSEフィルタである式（4.4）が導出された．
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